Интеграл Лебега
Понятие интеграла Лебега от простой функции
Пусть [image: image2.png](X,%,u}



-пространство полной меры.
 Опр. Функцию [image: image4.png]


 будем наз. простой на множестве [image: image6.png]EEX



, если [image: image8.png]


 измерима на [image: image10.png]


 и принимает конечное число различных значений.
 Утв. Если [image: image12.png]


 и [image: image14.png]


 простые на [image: image16.png]


, то [image: image18.png]htg



, [image: image20.png]


 - простые на [image: image22.png]


, если [image: image24.png]g(x) #0, VxEE



, то [image: image26.png]


 - простая на [image: image28.png]


.
[image: image30.png]


Для док-ва достаточно заметить, что произведение конечных чисел есть конечное число[image: image32.png]



 Опр. Пусть [image: image34.png]


 простая на [image: image36.png]


 ф-ция, [image: image38.png]


 - множество ее значений. [image: image40.png]E. = {x € E|h(x) = a;}



, тогда число [image: image42.png]


 - (конечное или [image: image44.png]


) будем называть интегралом Лебега от функции [image: image46.png]


 по множеству [image: image48.png]


 и обозначать :
[image: image50.png][, hdu



 или [image: image52.png][, h(x)du(x)




 Замечание. Если в определении меры допустить, что мера множества может быть равна [image: image54.png]400



, то вся изложенная теория остается в силе. И в дальнейшем будем считать, что мера множества может быть равна [image: image56.png]400



. При этом
[image: image57.png](+0) + (+0) = (+0)




[image: image58.png]



Понятие Интеграла Лебега от неотрицательной функции
 Опр. Пусть [image: image60.png]


 - измерима на [image: image62.png]


 и неотрицательна (т.е [image: image64.png]VxEE,f(x)=0



). Тогда интегралом Лебега от ф-ции [image: image66.png]


 по множеству [image: image68.png]


 наз. число (конечное или [image: image70.png]400



)
[image: image72.png]sup{/_ hdu|h



 - простая  на [image: image74.png]


 и   [image: image76.png]h<f



 на [image: image78.png]E}




Если множество, у которого берется ТВГ, не ограничено сверху или один из интегралов от простой функции [image: image80.png]400



, то будем считать, что верхняя грань равна [image: image82.png]400




 Свойства интеграла от неотрицательной функции.
1. Если ф-ции [image: image84.png]


 и [image: image86.png]


 равны п.в на [image: image88.png]


, то [image: image90.png][, fdu=[_gdu



, [image: image92.png]


 - неотрицательны.)
[image: image94.png]


 Если [image: image96.png]


 и [image: image98.png]


 просты на [image: image100.png]


, то, очевидно, свойство выполнено. (ввиду того, что множество на которых у [image: image102.png]


 и [image: image104.png]


 различные значения, имеет меру 0, тогда и сумма, стоящая в определении интеграла Лебега от простой функции, будет одна и та же).
[image: image106.png]Y h



 - простую на [image: image108.png]E:h(x)< f(x), V xEE



. Полагая ее равной 0 на [image: image110.png]


. Переходя к функции равной [image: image112.png]


 п.в., получили функцию [image: image114.png]hy:hy(x)< g(x),V x€E



. Ввиду того, что по предыдущему пункту [image: image116.png][ h(x) du=[_hy(x) du



, тогда т.в.г. у множеств из определения интеграла Лебега от неотрицательной функции для [image: image118.png]


 и [image: image120.png]


 будут равны.[image: image122.png]



2. Если ф-ции [image: image124.png]


 и [image: image126.png]


, [image: image128.png]f(x) <g(x), VX EE



, то [image: image130.png][, fdu < [_ gdu




3. Пусть [image: image132.png]


 неотрицательная ф-ция и [image: image134.png]kER, k=0



. Тогда [image: image136.png][ kfdu =k [_fdu




4. Отображение [image: image138.png]F— [ fdu f=0



 на [image: image140.png]


 представляет собой [image: image142.png]


-аддитивную меру на [image: image144.png]


-кольце.
[image: image145.png]2 ={F CE|f €Z,T.e. F— usmepuma)




5. Если [image: image147.png]


 на [image: image149.png]


, то [image: image151.png][ (f+g)du=[_ fdu+ [ gdu




6. Пусть [image: image153.png]{f.}



 - последовательность измеримых ф-ций на Е, т.что [image: image155.png]0< i) =fHh(x)<..< fo(x) <.



, [image: image157.png]Vx EE



 и [image: image159.png]f.=>f



(на [image: image161.png]


). Тогда [image: image163.png][z fap = lim [ f,du




7.(Нер-во Чебышева)
Пусть [image: image165.png]f=0c>0



, тогда [image: image167.png]ufx €E|f(x) 2 c} <= [, fdu




[image: image169.png]


 [image: image171.png]A={x€E|f(x)=C} f(x)=CX, Vx€EE



 В силу свойства 2 [image: image173.png][, fdu = [ CX,du = Cu(A)



 Отсюда и следует нер-во Чебышева.[image: image175.png]



8. Пусть [image: image177.png]f=0



 на [image: image179.png]


, тогда [image: image181.png][ fdu=0<=




 п.в на [image: image183.png]



[image: image185.png]


 1. Если [image: image187.png]


, то по свойству 1 [image: image189.png][, fdu=[_ 0Odu=




2. Пусть [image: image191.png][, fdu



 [image: image193.png]ey (x EEIf(x) 27





[image: image194.png]<Y uEes@ =<y @f ra=oo
Z ")




9. Абсолютная непрерывность интеграла Лебега от неотрицательной ф-ции:
Если [image: image196.png][, fdu < 4o



, тогда [image: image198.png]Ve>0 38,>0:VE, C

(E,) <6,



  выполн. [image: image200.png][ fdu<e




(без док-ва)
Интеграл Лебега
Пусть [image: image202.png]


 измерима на [image: image204.png]


. [image: image206.png]


 ф-ции [image: image208.png]Fr(

x)
)=
‘max(f(

(x)
).



.
[image: image209.png]fl=Ff"+F"





 Опр. Ф-ция [image: image211.png]


 наз.  интегрируемой на [image: image213.png]


, если [image: image215.png][, 1fldp < 4o



, а число [image: image217.png][ ffdu— [ fdu



 наз.интегралом Лебега от ф-ции [image: image219.png]


 по множеству [image: image221.png]


. Если ф-ция интегрируема, то интеграл всегда существует, т.к [image: image223.png]fF<Ifl



 и [image: image225.png]f~<Ifl




Свойства интеграла Лебега:
1. Если [image: image227.png]f<g



 на [image: image229.png]


, то [image: image231.png][, fdu < [_ gdu




[image: image233.png]


 Поскольку [image: image235.png]f<g



, то [image: image237.png]


 и [image: image239.png]


 и [image: image241.png]= [ fdu=[ frdu— [ fdu<[ g*du— [ g du=[_ gdu



 [image: image243.png]



2. Если [image: image245.png]


 - интегрируема на [image: image247.png]


, а [image: image249.png]


 - измерима на [image: image251.png]


, [image: image253.png]Ifl<g



 на [image: image255.png]


, то [image: image257.png]


 - интегрируема на [image: image259.png]


.
3. Пусть [image: image261.png]


 и [image: image263.png]


 интегрируемы на [image: image265.png]


. Тогда [image: image267.png]VC ER



 имеем [image: image269.png][.Cfdu=C[_fdu



 и [image: image271.png][ (f+g)du=[_ fdu+ [ gdu




4. Счетная аддитивность интеграла Лебега:
Пусть [image: image273.png]


 интегрируема на [image: image275.png]


 и [image: image277.png]


, [image: image279.png]


 измеримые множества. Тогда [image: image281.png][z fau =

Iz fdu



, причем ряд абсолютно сходится.
5. Абсолютная непрерывность интеграла Лебега:
Если [image: image283.png]


 интегрируема на [image: image285.png]


, то [image: image287.png]Ve>0 3 §,>0:VE;CE u u(E)<8,= |, fdul<e




[image: image289.png]


 Заметим, что [image: image291.png]|ffdul=|f, F* = F ) du|l<|f f* du|+|[, f~ du| (%)



.
Ввиду аналогичного свойства для неотрицательных функций имеем, что [image: image293.png]V >>03 8.V EcEp(E) <8, = |[, fTdu| <3




Для этого же [image: image295.png]g 38"V E'CE:p(E) <" = [, f dyl




Выберем [image: image297.png]E"



 так, чтобы [image: image299.png]E'NE"+ 0



 (отсутствие такого [image: image301.png]E"



 противоречит абсолютной непрерывности интеграла Лебега для неотрицательной функции), тогда, в виду нер-ва (*)
[image: image302.png]V £>0 35, =min{6',,6" }:V B, =E'NE" C E:u(Ey) < 6, = ff dy| < eo





6. Если ф-ция [image: image304.png]


 п.в. на [image: image306.png]


, то [image: image308.png][, fdu




[image: image310.png]


 Если [image: image312.png]


, то [image: image314.png]


 (док-во этого факта от противного). Следовательно, имеем [image: image316.png][ fdu=[ ffdu—[ f-du=



 на основании свойства для неотрицательных функций.[image: image318.png]



 Следствие Если ф-ции равны п.в. на [image: image320.png]


, то интегралы от них равны.
[image: image322.png]


 Т.к. [image: image324.png]


, то [image: image326.png]


, тогда [image: image328.png][ (f—g)du=[_ fdu— [ gdu



, а с другой стороны [image: image330.png][ (f—g)du=0



. Отсюда [image: image332.png]= [ fdu= [ gdu



 [image: image334.png]



Это свойство позволяет распространить понятие интеграла на ф-ции, определенные п.в. на [image: image336.png]


. Если ф-ция определена п.в. на [image: image338.png]


 мы ее доопределим произвольным образом и считаем, что интеграл от нее равен интегралу от доопределенной ф-ции.
Предельный переход под знаком интеграла Лебега
 Лемма Фату. Пусть [image: image340.png]{f.}



- последовательность измеримых на [image: image342.png]


 ф-ций, [image: image344.png]f=0



 на [image: image346.png]


 и [image: image348.png]lim [, fudu < +oo



. Тогда ф-ция [image: image350.png]


 интегрируема на [image: image352.png]


 и [image: image354.png]J¢ lim fdp < I





[image: image356.png]0 g, =inf{f, i1 -}



. Покажем, что [image: image358.png]


 измерима на [image: image360.png]



[image: image361.png]keBlg,@<c)=|Jxerlr@ <o)
v




(!) Используя определение нижнего предела доказать, что [image: image363.png]lim inf{g,,, gy, -}





[image: image364.png]n(¥) < gns1(x) V x €E = limf, = limg, = f(x)





Покажем, что [image: image366.png]


 п.в. конечна на [image: image368.png]


. [image: image370.png]


.
[image: image372.png]€ E|g,(x) = C}



, тогда очевидно, что [image: image374.png]E, CE, .



, [image: image376.png]



[image: image378.png]K

i J, fudk =

4(4) < ey w(E,) = limu(E,) < Clim [; g < 2 inf [ fidu =



 Это справедливо [image: image380.png]v C>0



, переходя к пределу при [image: image382.png]C — 4o = u(A)





по свойству 6 применимому к [image: image384.png]



[image: image386.png]I f ap=lim [ g, du<lim [ f, du



 [image: image388.png]



 Следствие. Пусть [image: image390.png]{f.}



 т.что [image: image392.png]


 на [image: image394.png]


, и [image: image396.png]VnEN:3 K>0:f f,du<K Vn€N ulimf,(x)=f(x),x€EE



. Тогда ф-ция [image: image398.png]


 интегрируема на [image: image400.png]


.
 Теорема Лебега о мажорированной сходимости.
Пусть посл-ть [image: image402.png]{f.}



 измеримых на [image: image404.png]


 ф-ций такова, что [image: image406.png]£ ()] < @(x)



 п.в. на [image: image408.png]


, где [image: image410.png]


 - интегрируема на [image: image412.png]


 и п.в [image: image414.png]


. Тогда [image: image416.png][z fap = lim [ fodu= [ lim f,du




 Теорема Беппо-Леви. Дана последовательность [image: image418.png]{f.}



 интегрируемых измеримых на [image: image420.png]


 ф-ций, т.что [image: image422.png]() € f(x) < f(x) <.




[image: image424.png]3 keR:[ fdu<k ,vneN



, тогда [image: image426.png]3lim £,,(x) = f(x)



 п.в. на [image: image428.png]


, [image: image430.png]


 интегрируема на [image: image432.png]


 и [image: image434.png][z fap = lim [ f,du




Сравнение интегралов Лебега и Римана
 Теорема.Если ф-ция интегрируема по Риману на [image: image436.png][a, b]



, то она интегрируема по Лебегу на [image: image438.png][a, b]



 и интегралы Римана и Лебега совпадают.
[image: image440.png]


 Разобьем [image: image442.png][a, b]



 на [image: image444.png]2"



 равных частей точками [image: image446.png]t,=a+x(b—a), k=0,2", x,=a, x;n=b




[image: image447.png]sup  f(x)

welesxi]





[image: image448.png]z Mo M= I )





Т.к. [image: image450.png]


 интегрируема по Риману на [image: image452.png][a, b]



, то [image: image454.png]lims, = lims, = 1= [’ f(x)dx  {f;} Ul Ful) = My %y Sx <3 k=

1,27, (x) = My, Xy SX <75





В точке [image: image456.png]


 положим эти функции равными 0.
[image: image457.png]f.=f.sr V x€[ab], VneN




[image: image458.png]<fasrr VY x€[abl, VneN





Это доказывается поведением сумм Дарбу при увеличении разбиения.
Применяя к послед-ти [image: image460.png]{fa)



 Т. Беппо-Леви, получим, что [image: image462.png]. im du = lims, =1
. im s,,
fu
im [, fi
du
lim f,, (x)
py Jim




Положим [image: image464.png]f(x) = lim £, (x)




Проводя аналогичные рассуждения для [image: image466.png]


, получим, что [image: image468.png]3 lim £, (x) = F(x):




[image: image469.png]| ImFdu=lm | Fdu=lms, =1

(] ab]




Т.к. [image: image471.png]fu@) £ fu(x)=f—f <0V x€[ab]



, поэтому из равенства [image: image473.png]fiowy F = Ddn



 и по свойству интеграла Лебега от неотрицательной функции [image: image475.png]


.
Т.к. [image: image477.png]=f<f,




, то [image: image479.png]Siamy Fudu < [y FdR < [, Fudu




Переходя к пределу при [image: image481.png]n— o



 в последнем нер-ве получим требуемое равенство.[image: image483.png]



 Теорема о связи интеграла Лебега и несобственного интеграла Римана. 
Для того, чтобы ф-ция, интегрируемая по Риману в несобственном смысле была интегрируемой по Лебегу, необходимо и достаточно, чтобы несобственный интеграл Римана абсолютно сходился. При этом интегралы Лебега и Римана совпадут.
(Без док-ва)
Прямые произведения мер. Теорема Фубини
Пусть [image: image485.png]


 система подмножеств множества [image: image487.png]


, [image: image489.png]


 - система подмножеств множества [image: image491.png]


. [image: image493.png]a7
S,XS,~[AXB|A€X,BEY)



 будет системой подмножеств множества [image: image495.png]XXY




 Утверждение 1. Если [image: image497.png]s,



 - полукольца, то [image: image499.png]XS,



 полукольцо.
[image: image501.png]


 Пусть [image: image503.png]AES, XS, BES XS,



. Это значит, что [image: image505.png]A=A, XAy, Ay €S, Ay €S, B=B,XB, B,€S,, B,ES,



 Тогда [image: image507.png]ANB

(41N By) X (4, N By) €5, XS,
BN =



. Для [image: image509.png]


 доказывается аналогично.
Предположим теперь, дополнительно, что [image: image511.png]B,C A, B,CA,



. В силу того, что [image: image513.png]


 и [image: image515.png]


 - полукольца, имеют место разложения:
[image: image516.png]B,uBYuU..uBY,





[image: image518.png]A4, =B,UB."U..uB,



 тогда
[image: image519.png],(1)- (D)-
, X A, = (B, X B,) U (By X By”) U ..U (B, X B.")





[image: image520.png]u B xB)u (B x B yu ..u (B x B))u




[image: image521.png]



[image: image522.png]u B xB)uBM xBYyu..u B x B




Первым членом разложения служит [image: image524.png]B,XB, =B



 и все члены принадлежат [image: image526.png]S, XS, O




 Утверждение 2. Пусть [image: image528.png]


 - мера на полукольце [image: image530.png]


, [image: image532.png]


 - мера на полукольце [image: image534.png]


. Тогда формула [image: image536.png]e X p (AXB) = p (A) X u,(B)



. [image: image538.png]AES,BES,



 определяет меру на [image: image540.png]s,




 Замечание Если в утв.2. [image: image542.png]T



 - [image: image544.png]


-аддитивные, то и [image: image546.png]e X [y,



 - [image: image548.png]


-аддитив.
  Пример 1 .  [image: image550.png]a,b)la <b, a,bER}, S, ={[cd)|lc<d, c,d ER}, u,u,



 - меры Лебега на прямой, тогда [image: image552.png]u, X py([a,b) X [c,d)) = (b—a)(d—c)




 Опр. Лебегово продолжение меры [image: image554.png]e X [y,



 наз. прямым произведением мер [image: image556.png]T



 и обозн. [image: image558.png]u, @,




Пусть дано множество [image: image560.png]ACXXY



. Мн-во [image: image562.png]A, ={y€Y|(x,y) € A}



 наз. [image: image564.png]


-сечением множества [image: image566.png]


.
 Теорема Фубини. Пусть [image: image568.png]T



 полные [image: image570.png]


-аддитивные меры и пусть ф-ция [image: image572.png]f(x,y)



 интегрируема по мере [image: image574.png]p=pu Q u,



 на множестве [image: image576.png]ACXXY



. Тогда [image: image578.png][ Feey)duxy) = [ ([, fCoy)dr,(0))du(x) = [, (J, foy)du.(x))du, ()




(без док-ва)
 Теорема Тоннели. Пусть существует один из интегралов: [image: image580.png]fe U, 1f Gey)ldpy (3)dp, (x)



, и [image: image582.png]fy U, fey)dp, (9)du, ()



. Тогда ф-ция интегрируема на [image: image584.png]


 и справедливо равенство теоремы Фубини.
(без док-ва)
